











L0 Optimality of Minimum-Fuel Control
∗M. Nagahara (Kyoto Univ.)
Abstract– In this article, we show the L0 optimality of the minimum-fuel control (or L1-optimal control)
under the normality assumption of the control problem. Based on this property, we can compute the L0-
optimal (or the sparsest) control via L1 optimization.
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1 はじめに











































= f(x(t)) + g(x(t))u(t), t ≥ 0 (1)
ただし，x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R とする．また，f と g は
R
n 上の非線形関数とし，f(x) と g(x) およびそれらの
Jacobian f ′(x) と g′(x) はすべて連続であるとする．
この制御対象に対して，次の制御を考える．まず，初
期値
x(0) = x0 ∈ Rn (2)
と制御区間 [0, T ] (T > 0) が与えられたとする．この
とき，T 秒後の状態 x(T ) を
x(T ) = 0 (3)
とするような制御 {u(t) : t ∈ [0, T ]} で
|u(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, T ] (4)
を満たすものを許容制御と呼び，許容制御の集合を U











関数 2, 9) を考える．
H(x, p, u) = |u|+ p(f(x) + g(x)u). (6)
ただし，p は共状態ベクトルである．最小燃料制御の
存在を仮定して，それを u∗(t) とおき，対応する状態




= f(x∗(t)) + g(x∗(t))u∗(t), (7)
dp∗(t)
dt
= −f ′(x∗(t))p∗(t)− u∗(t)g′(x∗(t))p∗(t),
(8)
x∗(0) = x0, x∗(T ) = 0, (9)






Fig. 1: Dead-zone function D(w)
が成り立つ．(6) と (10) より，最小燃料制御は
u∗(t) = −D(g(x∗(t))p∗(t)), t ∈ [0, T ], (11)
の形であることが簡単な計算によりわかる．ただし，





−1, if w < −1,
0, if − 1 < w < 1,
1, if 1 < w,
D(w) ∈ [−1, 0], if w = −1,
D(w) ∈ [0, 1], if w = 1.
(12)
不感帯関数 D(·) の概形を図 1に示す．
もしある時間区間 [t1, t2] ⊂ [0, T ], t1 < t2 上で







定義 1 (正規性) 次の集合
T  {t ∈ [0, T ] : |g(x∗(t))p∗(t)| = 1} (13)
が加算集合であるとき，最小燃料制御問題は正規であ
るという．正規である最小燃料問題に対して，集合 T




御 u∗ の L0 最適性を示すうえで重要な役割を果たす．
ここで L0 ノルムを定義しよう．時間区間 [0, T ] 上の







({t ∈ [0, T ] : u(t) 
= 0}),
(14)
で定義する．ここで，μ は R 上の Lebesgue 測度であ






J0(u)  ‖u‖0 (15)
を最小化する．













= ‖u‖0 = J0(u).
(16)
が成り立つ．次に u∗ をL1最適制御とする．このとき，
u∗ ∈ U である．最小燃料制御問題の正規性の仮定より，














= ‖u∗‖0 = J0(u∗).
(17)
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